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The number d(n) of positive divisors of a natural number n is known to exceed 
infinitely often any power of log n, but to be of lesser order of magnitude than 
any power of n with fixed positive exponent. A new finite formula for d(n) in 
terms of the Bernoulli numbers may be used to better analyze its fluctuating 
behavior. 
EINF~HRUNG 
Bezeichne mit d(n) die Anzahl der Teiler von n. Die Folge d(n) wachst sehr 
unterschiedlich: Wahrend z.B. unendlich oft d(n) = 2 ist, wachst hingegen 
fiir andere n manchmal d(n) starker als jede noch so grol3e Potenz von log n. 
Immer aber ist d(n) von kleinerer GrGBenordnung als na fur jedes feste 
positive a. Wir geben nun in dieser Arbeit eine endliche Formal fiir d(n) an 
(dabei bezeichne mit (x) die bei x nlchstgelegene ganze Zahl, und die B,$ 
seien die Bernoullischen Zahlen): 
KATZ. Sei 
b, : = 2 1 
l(i<m /Z 
( ,‘T;;;;! B,,)’ ,,j$-z, (- l)‘+j-’ !2n)2’ ( * 1 ’ (J+ l)! 2i+j- 1 ) 
Dann ist ( b, 1 < 360 ftir alle m, und b, + 0 ftir m -+ co. Genauer ist sogar 
ftir jedes feste s < 4 
bmms s 0 
Fiir gropes n haben wir folgende Formeln: 
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4n210gn 
I: zl b, . cos G * (1 - +& = d(n) 
4n210gn 
II: $, b, * sin t + (1 - &)“> = 0 
III: / 4nx” 6, (1 - &,” - log n / < 2 
Mit einigem Rechenaufwand kann man tibrigens ein n, explizit angeben, 
so da13 fur alle n > n, diese drei Formeln gelten. In dieser Formel fiir d(n) 
tauchen also nur Glieder auf, die beschrankt sind bzw. sogar gegen Null 
gehen. Dabei sind das Vorzeichenverhalten und die GriiDenordnung von 
(cos m/n)(l - 1/2n2)m sehr gut zu beschreiben. Fur weitere Aussagen tiber 
d(n) ware dann noch interessant, welche Vorzeichen die b, haben und wie 
stark sie wirklich gegen Null gehen. Auf jeden Fall kann man zeigen, dal3 
die b, such fur grol3es m nicht immer dasselbe Vorzeichen haben kijnnen 
(dies folgt aus dem Vergleich der Formeln I und III unter Berticksichtigung 
von li;;; d(n)/log n = co). Da also x$pgn b,(l - 1/2n2)m w  log n ist, kann 
d(n) R3 zz:pgn b,(cos m/n)(l - 1/2n2)” nur deshalb fur manche n so grog 
werden (namlich grijrjer als jede Potenz von log n), weil viele negative Vor- 
zeichen der b, mit vielen negativen Vorzeichen von cos m/n zusammenfallen. 
Viele Tatsachen sprechen tibrigens dafiir, dal3 das Vorzeichen von b, in 
immer grSDeren Abstanden wechselt: Es scheint also eine Folge ni zu geben, 
so dab die ersten n, Glieder unserer Zahlenfolge b, positiv sind, die dann 
folgenden n2 Glieder negativ sind usw. und so da13 vor allen die ni nicht 
beschrankt bleiben. Wenn man diese n, kennen wtirde, kijnnte man mit 
unserem Satz wohl Aussagen machen, wann d(n) grol3 wird (da man we%, 
dal3 cos m/n genau dann negativ wird, wenn (4k + 1) nrr/2 < m < (4k + 3) 
nrr/2 ist, und da d(n) dann ziemlich grol3 ist, wenn miiglichst viele Negativ- 
intervalle von cos m/n mit Negativintervallen von b, zusammenfallen. 
Ubrigens konnen die b, such nicht zu stark gegen Null gehen: Die Un- 
gleichung 1 b, 1 < K/m ist falsch (denn sonst ware stets d(n) < K log(4n2 
log 4.) 
SchlieBlich sollte man noch erwahnen, daB man die b, noch auf viele 
andere Arten darstellen kann, z.B. durch 
wobeif,(x) = (1/27~)(e~~% - 1)(x - l)+r ist. 
Wir wollen nun unseren Satz beweisen: Setze hier und im folgenden 
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g(z,:=f$cot~-;) 
h(z) :=g(z) ez”;n; l . 
(1) 
(2) 
Mit Hilfe der Partialbruchdarstellung fiir den Cotangens erkennen wir 
g(z) = 2 2 (A + A). (3) 
u=lu=--m 
U#O 
Deshalb definiert g eine in C meromorphe Funktion, die die einzigen Pole 
bei z = &n hat und dort die Residuen d(n) besitzt. Also ist h(z) eine ganze 
Funktion mit 
h(n) = d(n). (4) 
Weiter erhalten wir aus (1) die fur alle I z 1 < 1 konvergente Entwicklung 
(5) 
Mittels (2) und Cauchy-Produkt folgt hieraus die iiberall konvergente 
Entwicklung 
(6) 
Da ((27r)2U/2 * (2u)! B2U)2 beschrlinkt bleibt, kann man leicht das Wachstum 
der Koelhzienten in (6) abschatzen. Man erhalt so, daD man fiir z = n diese 
Entwicklung nach dem [477-en]. Glied abbrechen darf und dabei einen Fehler 
(4 bekommt. Indem man dann umordnet, erhalt man als Nebenergebnis 
mittels (4): 
d(n) = (- -.& C 
o<u<44ren 
( (E’:iu$u )” n2U ,cU (- 1)” (2nn)2”+1 )
(2v + l)! 
v<44nen-u 
Diese Formel sieht zwar schiin aus, hat aber den grogen Nachteil, da13 sehr 
groge Glieder darin auftauchen (dabei verhalt sich der Ausdruck CtEO 
(- 1)” (27~1)~“+‘/(2v + l)! umso besser, je griiber k ist; ftir kleine k wird er 
mit wachsendem n dagegen uniibersichtlich grog). Wenn wir also eine Formel 
fur d(n) finden wollen, in der wenigstens tiberschaubare Glieder auftauchen, 
so mussen wir die Funktion h(z) umwandeln in 
.m := h ( qz 5 1)). (7) 
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f ist offenbar fiir alle z E C - (1) holomorph. Insbesondere hat f eine im 
Einheitskreis konvergente Potenzreihenentwicklung 
f(z) =: 2 b,zm. 
WL=O 
(8) 
Die b, kijnnen wir aus (6) unter Benutzung von 
( i(z 4_ ])y = i’c go (” I, :; “) z”+lc 
berechnen. Es ergibt sich nach Umodnen, dal3 die b, gerade die in unserem 
Satz definierten Zahlen sind. 
Weiter ist ftir z, := (n2 - in/n2 + 1) schon 1 z, I < 1, und wegen (4) und 
(7) gilt 
f(zn) = 44. (9) 
Also gilt wegen 
( 1 1 112 z,= l-- n2 + 1 eiarctan(-l/n) 
und wegen (8) und (9) die beiden Formeln 
d(n) = f b, (1 - &)nl’2 cos (m arctan i) (10) 
WL=O 
0 = $J b, (1 - -J&J)“‘” sin (m arctan i) 
??I=0 
Diese Formel fi.ir d(n) ware kein Fortschritt gegentiber der eben hergeleiteten, 
wenn man nicht jetzt zeigen konnte, da13 b, + 0 geht. Urn dies herleiten zu 
kiinnen, brauchen wir eine Aussage iiber das Wchstum von h(z) in der 
oberen Halbebene: 
Sei D(x) := Max,cl,l d(n). Dann gilt fur jedes z E Cc bei 
a := Min(-4, Im z) die Ungleichung 02) 
( h(z)1 < “-2;r+ l [0(2z)(2 log / z / + 4 + log 18) 
+ 2 log I 22 j + 2 + $7T2]. 
Beweis eon (12): Nach (2) und (3) ist 
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m<lRezl 
+ c 
?W=l 2 IAd I “Z l l 
nz<~Rez~-~u~l~m+l 
sfgnRez=signuu 
m<lzrl-1-IRezl 
+ c 
m==1 g IT&l I ““Ti l I 
m<Iuul-jResl<m+l 
signRez=signuu 
Bezeichnen wir mit A die Anzahl der Paare u, u mit ) z - uv 1 < &, so ist dies 
weiter 
1221 
d(m) 
' mZl i(m + I Re z I + I I 
e2mis _ 1 
I 
e” - 1 
Im z 1) 297i + A T 
+ WI Re z I + I> - A) 5 / ““Try ’ ) 
m<lRez’ o(l Re z j - m) 
+ c 
e2nir - 1 
Wkl m I 27ri I 
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Dies ist weiter 
1221 
G 2ww y& M +J , z , ( e-2r;n+ l ) 
+ (A + D(l Re z / + 1) - A) ( e-2ni+ ’ ) 
+ D(Rez)(-l[“&)( “-‘a,+ ’ ) 
+ D(2.4 
mSl2zi-l-iRezl 1 
c 
e-2na + 1 
nL=l m ( 277 ) 
2 
u>l2z:vl 
--&)( e-2;r+ l j 
Wegen CU>12zlul l/zP+l < l/l 2z/v jk fur k 3 1, wegen C:i”:’ l/v < 1 + 
log 1 22 1 und wegen Cz,,,,,! / z I/u2 < 1 folgt 
] h(z)1 < 
[ 
2D(2z)(log 1 32 1 - log 1 z I) + 2D(l Re z / + 1) 
+ D(Re z)(l + log I Re z I) + D(2z)(l t- log / 22 I) 
+ 2(1 + 1% I2z I) il & + 2 - 1 (If0 -$-)($)I( e-2;,+ l) 
Hieraus folgt die Behauptung von (12). 
Insbesondere ergibt sich aus (12): Fur jedes feste a > 0 existiert eine 
Konstante K mit 
1 h(z)] < K 1 z Ia fur Im z > -1 (13) 
(denn D(2z) und log 122 ( wachst schwacher als j z I”). Damit ist fiir 1 z 1 < 2 
und Re z -=c 1 wegen der Definition (7) 
(14) 
(denn fur Re z < 1 ist Im (z/i(z - 1)) > - 1; also kijnnen wir Formel (13) 
anwenden). 
Wir brauchen nun eine Aussage, da5 Funktionen im Einheitskreis, die 
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gegen 1 nicht zu stark wachsen und sonst iiberall gutartig sind, eine Potenz- 
reihe mit gegen Null gehenden Koefhzienten haben (bei diesem Satz ist zwar 
f eine beliebige Funktion; jedoch stelle man sich wegen (14) unter f immer 
die vorn definierte Funktion vor): 
Sei fholomorph fiir J z ) < 2 und Re z < 1. Gibt es eine Zahl 
a 2 0 mit (1% 
so ist beif = Cz=, b,zm schon 
) b, 1 < ~~KTTP-~/~ fiir m > 2. 
Weiter haben wir fur z = rP mit Q < r < 1, I r ) < ~12 die Abschltzung 
IfWl d 
4a+lK 
((I - r) + $)((l - r) + .$-! + $)” 
w%hrendftirz=reitmitr<1,rr/2,<jtJ <Pgilt 
I f WI < 2a+lK. 
Beweis von (15). Wir zeigen zunachst die beiden letzten Aussagen. 
Setze b := (1 - r cos t)/4. Es ist dann 
Offensichtlich ist fur 1 x - zI <bauchRex<l.Damitist 
Weiter ist bei z = rP mit 1 t I 6 33-12 und r > 4 
Il--xldll-zl-lx-z/ 
> Jj ((1 - r Cos t) + r ) sin t I) - 
1 - r cos t 
4 
> $ ((1 - r) + 9 + f). 
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Ebenso ergibt sich 
b 2 $ ((I - r) + $). 
Damit ist fur 2 = wit mit 1 t ( < 7r/2, r > $ 
If’(z)1 < 1 K 
1 
4 ((1 - r) + $) * (t ((1 - r) + y + $))a ’ 
womit die vorletzte Behauptung folgt. Die letzte Behauptung folgt aus der 
Cauchy’schen Ungleichung, indem jetzt b = 4 gesetzt wird. 
Da mb, der Koefhzient von .z”-l in der Entwicklung ftirf’(z) ist, ist 
1 mb, I < & 1: 
n 
’ “:,?I dt. 
Setze hierin r = 1 - l/m. Wegen l/(1 - l/m)“z < 3 und der Abschatzungen 
fur f’(z) folgt daraus 
+ &- * 3 [j-y” 2a+1K dt + s:, 2”+lK dt] 
< 3 * 2°K i- 6 '4a 'Kma ?Tis *
ST,, (1 + (($ f)2 d1 
< 20 . 4” . K * ma+l/s 
woraus die Abschatzung fur b, folgt. Damit ist (15) vollstandig bewiesen. 
Mit (15) bekommen wir sofort die Aussage in unserem Satz, da13 b,ms -+ 0 
geht fur festes s < +. Die b, gehen also insbesondere gegen Null. Dal3 
/ b, j < 360 ist fiir alle m, kann man durch sorgfXltiges Berechnen der in den 
Absch&ungen auftretenden Konstanten zeigen. [Denn es gilt fiir 1 z 1 > 5, 
daB O(22) log I z ) < 4 I z )3/4 ist. Damit folgt fiir I z 1 >, 5 und Im z > -3 
aus (12) die Abschatzung 
/ h(z)1 < 140 / z /3/4. (16) 
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Weiter bekommen wir aus (12) fiir 1 z 1 < 5 und Im z > -4 direkt die Ab- 
sch&ung 
1 h(z)l < 170. (17) 
Es ist nun 
wobei (C) der Einheitskreis bedeutet (bei dent Punkt x = 1 liegt wegen (13) 
ein konvergentes uneigentliches Integral vor). Da fur x aus dem Einheitskreis 
Im(x/i(x - 1)) > -Q ist, folgt mit (16) und (17) aus dieser Formel die 
Abschitzung ( b, ( G 360.1 
Wir mtissen nun noch fiir unseren Satz ] b, - b,-, 1 rnzs + 0 zeigen. 
Dazu betrachten wir die Funktion 
-f(z) + (I - z)>‘(z) = f m(b, - bm-J z”-‘. 
W&=0 
(18) 
Mittels der Cauchy-Formel und mit (14) und (15) folgt: 
Konstante [ 1 - reit I 
r* ((1 - r) + -$)((l - r) + !+ + -$)O 
Wir setzen dann r = 1 - l/m und benutzen die fiir r > 8, ] t f 4 42 
geltende Beziehung 
’ )(I - r) + -$J / < 1 1 - reit 1 < I(1 - r) + 2 I t II z 
und erhalten damit bei (1 - I/m)” > 4 
< ma * log m . Konstante 
Da a eine beliebig kleine positive Zahl nach (13) sein konnte, geht 
1 b,,, - b,-, 1 mzs -+ 0. 
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Hiermit sind die ersten Aussagen unseres Satzes iiber die b, bewiesen. 
Wir wenden uns nun den Formeln (10) und (11) wieder zu. Aus (10) folgt 
j ““y” b, (1 - &)” cos G - d(n)j 
m-1 
d 1 c 
m>4n* log d 
b, (1 - &y” cos (n2 arctan $1 
+/4n~n/b_;((l -&)%-(I--&,“‘“j~cos~~ 
WI=1 
t 1 ““y” b,, (I - &)m’a (cos x - cos (m arctan ;))I (19) 
m=1 
Wir henutzen die fiir m < 4n2 log n geltende Beziehung 
I cos : - cos ( 1 1 - 2 sin ( 1 m arctan - n 3n2 nl arctan n )I < =-p, (20) 
die aus 
m 1 
- = m arctan ; - ( 
m ___ 
n 
3n3 - 2& + . ..) 
folgt. Weiter benutzen wir die aus (15) folgenden Beziehungen (se&e dort 
a = it> 
lbml G$$ (21) 
Jetzt ergibt sich aus (19) mit (20) und (21) 
4n210gn 4OK m 
+ x1 -7 ((1 - &,, - (1 - q) nz + 1 
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+ 1 4mgyn b, (1 - &)mjz $ sin (M arctan 31 
+ ‘$!I,‘” b, (1 - &)+ !k!$? 
< 4 Max 
m>4nz10gn 
1 b,,, I + 40 . K. $ (4n2 log n)‘i4 * $ 
Mit (21) und (22) ist dies 
380K log2 n 1 
n112 + 3nS (16fi5’3 
( 1-L) 
2dlogn 
+ $3 ,>$gg, ’ b, ’ 
n2 + 1 
( ( 
1 - 1 - L!q2 
n2 + 1 
+ A!?!$.5 (4$ log n)3/4 A?.$.!? 
< K (+$P)(640 + E + & + nl,z tg3 n ) 
Insgesamt haben wir also gesehen, da13 fiir grol3es n 
/ 4nyn b, (1 - &)” cos : - d(n)1 
WI=1 
sehr kleine wird, woraus die Formel I fiir d(n) in unserem Satz folgt. Die 
vorletzte Formel ergibt sich mit iihnlichen Schliissen aus (11). Urn die 
Formel III zu beweisen, setze 
A := 4Qz’fgnb, (1 - &)“‘. 
m=1 
Fiir groL3es n ist (bei gleichem Beweis wie oben) unser A fast gleich 
f bwz (1 - &,” -f(l - & ) 
??I=0 
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Mit (15) folgt, daD fiir groI3es IZ 
I ( f1-&)-f(l-&I+gE 
ist. Also ist fiir groDes n unser A schon fast gleich f(1 - 1/(2n2 + 1)). Mit (7) 
ist dies gleich h(2n” i), woraus wir mit (2) eine NZherung 
A z1 5 cot q!t - &) e-““,“b; l 
bekommen. Es folgt 
wobei 
Es folgt 
Weiter ist wegen e4nneJv - 1 > ~TT~~/v schon 
1 1 -=l 2 --\ t 45 -_ v(e4nnz/v 1) < 0. ?T - v=l 77 
(24) 
(25) 
Da fiir groDes n 
21 
O<;4&logn<; 
v-1 
gilt, folgt mit (24), (25) und (26) aus (23) die dritte Ungleichung unseres 
Satzes. 
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